Warszawski Tryptyk Edukacyjny

Do wykorzystania na lekcjach:
matematyki, geografii, historii.

Warszawskie rozmiary

Maciej Falkowski

I WIDZE

Przegladam fotomape Warszawy. Odnajduje obiekty znane mi z codziennych spaceréw po mie-
$cie. Z gbry wygladaja inaczej, dzieki czemu tworze w pamigci wiele nowych wzorcéw obrazowych.

I ANALIZUJE

Rozpoznaje nie tylko pojedyncze obiekty, ale réwniez ich usytuowanie i wzajemne relacje. Iden-
tyfikuje uklady przestrzenne, potrafie je nazwac. Dzieki obrazom satelitarnym ogladam nie tylko
fasady mijanych budynkéw, ale takze niedostepne mi na co dzien podworka. Przestrzen, ktora widze,
ma swdj wymiar — poréwnuje go z doznaniami z autopsji. Odczucia blizej-dalej maja na fotomapie
konkretna matematyczng miare. W udostepnionym uczniom programie ArcGIS obliczam odleglosci
i powierzchnie, a dzigki znajomosci twierdzen geometrii takze wysokosci budynkow, cho¢ fotomapa
nie jest obrazem 3D.

Na obraz fotomapy wprowadzam dodatkowo czwarty wymiar - czas. Odkrywam, jakie zmiany
w krajobrazie miasta dokonaly si¢ 0od momentu wykonania zdjecia do chwili obecnej. Wykorzystuje
wiedze o Warszawie sprzed lat.
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I DZIALAM

Do opisu Warszawy wykorzystuje wlasnosci fotomapy, wiedze z matematyki oraz historii miasta.
Stawiam sobie zadania zaleznie od posiadanej wiedzy i umiejetno$ci poruszania si¢ po mapie.

Czesc1
Zadania

1. Zadanie wstepne na rozgrzewke

2. Twierdzenie Talesa (poziom szkoly podstawowej)

3. Ciagi/szeregi liczbowe (poziom gimnazjum)

4. Elementy topologii w przestrzeniach metrycznych (poziom szkoly ponadgimnazjalne;j)

Zadanie wstepne

Pokolenie Varso

Patrze na zdjecie lotnicze wykonane w nowej i niedostepnej dla mnie na co dzien perspektywie.
Staram si¢ rozpozna¢ poszczegdlne budynki.

Odszukuje te z nich, ktére znajduja sie na fotomapie z 2001 roku (lub na pdzniejszych jej
wersjach). Na fotomapie zaznaczam punkt, nad ktérym w rzucie prostopadtym znajdowat si¢ ob-
serwator w momencie wykonywania zdjecia. Ktore budynki zostaly wybudowane po 2001 roku?
Ktére budynki zostaty dobudowane po 2007 roku, czyli po wykonaniu zdjecia?

Twierdzenie Talesa

Na fotomapie wyrdzniam najwyzsze budynki w Warszawie rozpoznane przeze mnie po naj-
dluzszych cieniach. Na ich podstawie oraz znajac lokalizacje i orientacje geograficzng obiektéw
staram si¢ okresli¢, o jakiej porze dnia zostato wykonane zdjecie stuzace do stworzenia fotomapy.
Wiedzac, ze dtugosci cieni (sfotografowanych w tym samym momencie) sa proporcjonalne do wy-
sokosci obiektow, a wysokos¢ Patacu Kultury i Nauki to H = 230 m obliczam, jaka jest w przybli-
zeniu wysoko$¢ wiezowca Warszawskiego Centrum Finansowego (WFC) stojacego na rogu ulic
E. Plater i Swietokrzyskiej. Moge rowniez wyliczyé wysokosci innych obiektéw, ktorych dtugosci
cieni potrafi¢ z niewielkim btedem zmierzy¢ na fotomapie.
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Korzystajac z zataczonej nizej tabeli, wskazuje dyscypline sportowa, ktdrej rozgrywki mozna
prowadzic¢ jednoczesnie w najwickszej liczbie na placach gry o powierzchni catkowitej nie wiekszej
niz pole cienia WFC (vide: rectangular cutting stock problem[1]). Ktérg dyscypling moze upra-
wia¢ naraz najwigksza liczba graczy na tak wytyczonych placach? Zaktadam, ze budynek WFC
jest prostopadto$cianem o podstawie 65 x 50 m (a x b), dozwolone obroty placéw w stosunku do
krawedzi cienia s3 wielokrotno$ciami kgta /2 oraz promienie storica w chwili obserwacji padajg
prostopadle do pary przeciwlegtych $cian (réwnolegle do drugiej pary).

Jakie figury geometryczne moze tworzy¢ cien budynku o réznych porach dnia? Zastanawiam
sie takze jak zmieniaja si¢ wymiary cienia w réznych porach roku, np.: kazdorazowo mierzone
5 h po wschodzie stonica. Jakie wyniki otrzymam, gdy dozwolone bedg réwnoczesne rozgrywki
roznych dyscyplin i/lub place gier bede obracal pod katami innymi niz wielokrotnosci m/2?

Wymiary placow gier:

Dyscyplina sportowa Dtlugos¢ placu [m] Szerokos¢ placu [m]
pitka reczna 40 20
pitka nozna 100-110 64-76

koszykowka [FIBA] 28 15
siatkowka 18 9
siatkowka plazowa 16 8
hokej na lodzie 61 30
waterpolo 30 20
badminton 13,4 6,1
tenis [debel/mikst] 26 yd* 12 yd*
tenis [singiel] 26 yd* 9 yd*

*1yd (jard) = 0,9144 m

Ciagi/szeregi liczbowe

Rok 1941. Warszawskie getto. Trasa linii ¥x: PL. MURANOWSKI — Muranowska — Dzika — Dzielna — Kar-
melicka — Leszno — Zelazna — ZELAZNA/CHEODNA (¢rédla: plan i fotoplan — Archiwum Parstwowe m.st.

Warszawy; trasa — trasbus.com,).

Dwa tramwaje linii £ znajdowaly si¢ w odlegtosci 3 km od siebie. Jeden stat na pl. Muranowskim,
drugi - na rogu ulic Zelaznej i Chtodnej. W chwili ¢, ruszyty ku sobie i osiggnely staly predkos¢
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5 km/h. Z powodu naprawy torowiska oba pojazdy podazaty po tej samej parze szyn. Byly to jedyne
tramwaje na trasie. W chwili poczatkowej mucha wystartowata z przedniego reflektora tramwaju
jadacego z pl. Muranowskiego i poleciala ze stalg predkosciag 10 km/h na spotkanie z drugim
tramwajem.

Rég ul. Leszno (dzis Al Solidarnosci) i Zelaznej - Rég ul. Leszno (dzis Al Solidarnosci) i Karmelickiej -
tramwaj skregcajgcy w Zelazng tramwaj jadgcy na Wolg

Doleciata do niego, po czym zawrdcila i ruszyta na spotkanie z pierwszym. Gdy juz do niego
dotarla, to ponownie zawrdcila i kursowata tak do czasu, az stala si¢ $wiadkiem kolizji miedzy
przednimi wagonami obu pojazddéw. Jaka odleglos¢ pokonata mucha oraz ile czasu poswiecita
na latanie od chwili wyruszenia tramwajow, az do ich kolizji?

Zaktadam, ze:

« mucha leciata nad torami, dokladnie trasg tramwajowa;

« tramwaje oraz mucha na calej trasie poruszaly sie ze stala predkoscia;

o tramwaje nie zatrzymywaly sie na przystankach na trasie, tzn. jedynymi miejscami postoju

byty przystanki skrajne.

Elementy topologii w przestrzeniach metrycznych

Korzystajac z planu lub fotomapy w Obrazowej Bazie Danych obliczam, jaka odleglos¢ po-
konam przemieszczajac sie spod Patacu Kultury i Nauki w Warszawie do patacu w Wilanowie.
Odlegto$¢ mierze na ortodromie i loksodromie (za model powierzchni Ziemi przyjmuje kule)
oraz porownuje z wielkosciami otrzymanymi po zastosowaniu metryk w R2:

a) euklidesowej

b) taksowkowej (miejskiej)

¢) maksimum

W tych samych miarach obliczam odlegtos¢ dwoch miejsc w Warszawie (A i B), ktérych
wspolrzedne wynosza A = (A, ¢), B = (A, ¢), gdzie A # Xo. Co moge powiedzie¢ o ich wzajem-
nym polozeniu? Jaki wynik otrzymam dla dowolnych dwdch miejsc w stolicy lezacych na tzw.
Potudniku Warszawskim przecinajagcym m.in. plac Teatralny?

Czesc2
Rozwiazania zadan
Twierdzenie Talesa
W zadaniu stosuje twierdzenie Talesa w wersji: stosunek wysokosci PKiN do diugosci jego

cienia jest rowny stosunkowi wysokosci do cienia stojacego w bliskim sasiedztwie wiezowca War-
szawskiego Centrum Finansowego.
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Z zadania znam wysoko$¢ PKiN (H = 230 m). Na fotomapie mierze dlugosci padajacych cieni
i oznaczam je odpowiednio symbolami L (dla PKiN) oraz / (dla WEC).

Nastepnie obliczam wysoko$¢ wiezowca WEC. Oznaczam ja literg h. Korzystam ze wspo-
mnianego twierdzenia i ustalam proporcje:

H &
L
Na mocy powyzszego otrzymuje, ze:
h = 4l
L

Wynik poréwnuje z rzeczywista wysokosécig budynku. Wysoko$¢ bezwzgledna PKiN wraz z
iglica wynosi 230,68 m (sam budynek jest wyzszy - ma glebokie podziemia). Jego wysokos¢ od
podstawy do iglicy to 187,8 m (iglica ma az 43 m). Wysoko$¢ wiezowca WFC do dachu: 144 m,
wysokos¢ z anteng: 165 m.

Opisana sytuacje obrazuje schemat:

Cient WEC jest prostokatem o bokach dlugosci [ oraz krétszej podstawy budynku b = 50 m -
réwnoleglej do ulicy E. Plater (rysunek ponizej).

61



Warszawskie rozmiary

W tej czesci zadania zakladam, ze znam wysokosci budynkéw PKiN oraz WFC réwne od-
powiednio: 230 m i 165 m, a zmierzony cien PKiN ma dlugos¢ L = 111,5 m. Aby wyznaczy¢ pole
cienia WFC obliczam, korzystajac z twierdzenia Talesa, ze 1 = 80 m. Aby wskaza¢ dyscypline, dla
ktorej w polu cienia WFC mozna skoncentrowa¢ najwieksza liczbe placow do gier, obliczam:

a) pole powierzchni cienia:
S. =1-b=80m-50m =4000 m?

cienia

b) pola placéw:

Dyscyplina sportowa Pole placu[m?] Liczba placow Liczba graczy w meczu | Eaczna liczba graczy
pitka reczna 800 4 14 56
pitka nozna 6400-8360 0 22 0

koszykowka [FIBA] 420 7 10 70
siatkéwka 162 20 12 240
siatkowka plazowa 128 30 4 120
hokej na lodzie 1830 1 12 12
waterpolo 600 6 14 84
badminton 81,74 48 2 96
tenis [debel/mikst] 260,76 14 4 56
tenis [singiel] 195,63 20 2 40

W polu cienia mozna naraz rozegra¢ maksymalnie 48 meczoéw badmintona (w sumie w grach
moze uczestniczy¢ 96 zawodnikow tej dyscypliny; zakladam, ze np. z braku dostatecznej liczby
rakiet mecze deblowe badmintona nie sg rozgrywane). Najwiecej sportowcéw moze rdwnoczesnie
gra¢ w siatkdwke (240 zawodnikéw na 20 boiskach). Zauwazam, iz szacujac catkowita liczbe pla-
cow do gier nie nalezy bra¢ pod uwage jedynie ich pol powierzchni, ale takze wymiary! Przyktlad:
na dzialce o wymiarach 200x20 m miesci sie 5 boisk o wymiarach 40x20 m, ale na powierzchni
cienia WFC tzn. 80x50 m juz tylko 4 cale, cho¢ jeden i drugi obszar zajmuje taka samg powierzch-
nie, tj. 4000 m?.

Zauwazam ponadto, ze wraz z uplywajacym czasem (ruchem Ziemi) zmienia si¢ pole oraz
ksztalt cienia, a co za tym idzie liczba dostepnych placéw do gry. Im dluzszy jest catkowity czas
rozgrywki danej dyscypliny (liczony wraz ze wszystkimi przerwami), tym wigksza jest obserwo-
wana skala tego zjawiska np. 70 min (2x30 min + 10 min przerwy) dla pitki recznej, 37 min (4x8
min + 5 min) dla pitki wodnej itd.

Przy zalozeniu réwnolegtosci promieni stonecznych mozliwe sa nastepujace ksztalty cienia
budynku bedacego prostopadloécianem: prostokat i sze$ciokat o parach réwnolegtych bokow.

Ciagi/szeregi liczbowe
Pierwszy sposob rozwigzania

Z treéci zadania wiem, ze:
Vi = IO’CT’" - predkos$¢ muchy, Vi = 5’%” - predkos¢ tramwaju,
S = 3 km - odlegtos¢ pl. Muranowskiego od skrzyzowania ulic Zelaznej i Chtodnej mie-
rzona wzdluz toru.
Sm (St) - droga przebyta przez muche (tramwaj) w czasie ¢,i= 1, 2, ...
Otrzymuje uklad réwnan (korzystam ze wzoru na predko$¢ w ruchu jednostajnym V' = %):

S=8r+85,=3=15t=1; = th
St =5t = Sy =1km
Sy = 10t = S, = 2km

w czasie t; = th = 12min
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Zatem po 12 minutach mucha przeleci 2 km i doleci do tramwaju jadacego z ulicy Chiodnej.
Kazdy tramwaj pokona w tym czasie 1 km. Zauwazam, Ze droga je teraz dzielaca wyniesie takze 1 km.
Konstruuje nowy uktad réwnan na chwile ¢,:

S=8r+8,=1=15t=ty=+h
ST:5t:>ST:%km
Sm =10t = S,, = 2km

w czasie ty = %h:élmin

Po nastepnych 4 minutach mucha przeleci kolejne %km zanim doleci do tramwaju, z ktérego
wystartowata. Kazdy tramwaj pokona dodatkowe Sy = %km. Réwniez i tym razem droga je
dzielaca wyniesie tyle samo, ile kazdy z nich przebyt w ostatnio mierzonym odcinku czasu.

Konstruuje nowy uktad réwnan na chwile ,:

S=8r+S,=4%=15t = t3=h
ST=5t:>ST:$km
S =10t = S,, = 2km
w czasie ty = ;=h = 1,333min (80sek)
Po kolejnych 80 sekundach mucha przeleci %km i po raz drugi spotka tramwaj jadacy z ulicy
Chlodnej. Kazdy tramwaj pokona dodatkowe Sy = % km.

Podobne rozumowanie przeprowadzam dla kolejnych chwil: ¢4, 5, g, ...

Droga [w km] pokonana przez muche w kolejnych miedzyczasach wyniesie zatem:
2 2
27 57 §7 o ..
Dostrzegam, ze drogi te tworza cigg sum czesciowych ciagu geometrycznego (An)nen
S1 = a1
Sy = a1 + a1q
S3 = a1 + a1q + a1¢?

co zapisuje jako:

a1+ a1q+a@+ ..+ ar g 4 =300 arq" Y gdzie:

a1:2
q=3

Z twierdzenia o zbieznosci szeregu geometrycznego — dowod dla chetnych (wskazéwka: nalezy
skorzysta¢ ze wzoru skroconego mnozenia (a™ — b™) oraz zbieznosci ciagu lim,, ., ¢" dla g < 1) -

wiem, Ze: cigg sum cze$ciowych (S,, ) ciggu geometrycznego jest zbiezny i ma granice S < |q| < 1
iwowcezas S = lim, oo S, = 1%, gdy |g| < 1.

Dostrzegam takze, ze kolejne czastkowe czasy przelotu muchy od tramwaju do tramwaju
tworzg réwniez cigg sum cze$ciowych ciagu geometrycznego postaci:

Sp =00 arg" !, gdzie:
{ a; = %h
_1
=3
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Zatem od chwili wyruszenia obu tramwajow na trase, az do ich bezpo$redniego kontaktu,
uplynal czas t=0,3h =18 min.

Calkowita droga przebyta przez muche to:

Scalkm:L: k =3 km

l-¢ — 1-3

(tyle samo, ile wynosita trasa linii tramwajowej z placu Muranowskiego do ulicy Chiodnej).
Drugi sposdéb rozwiazania

Zauwazam, Ze droga pokonana przez muche jest réwna iloczynowi czasu, ktory uplynie
do zderzenia tramwajow (jadacych ze stalg predkoscia) oraz predkosci lecacej muchy, czyli:

Scalkm: O,3 h - 10 km/h = 3 km

Wskazowka: Tramwaje jadac ze stalg predkoscia 5 km/h spotkaja sie¢ w polowie trasy, czyli
po przejechaniu 1,5 km. Droge te kazdy z nich przebedzie wigc w czasie t = 0,3 h, czyli w ciagu
18 minut. Zaznaczam to miejsce na mapie i jednoczesnie na podstawie zdjgc¢ lotniczych z tamtego
okresu — m.in. analizujac fotomape i zdjecia naziemne z poprzednich stron — staram si¢ wyobrazic¢,
jak ono wygladalo w momencie kolizji pojazdow.

Uwaga: Cho¢ opisana w zadaniu sytuacja tworzy nieskonczony ciag zdarzen, w ktérych droga
wyrazona jest przez nieskonczony szereg geometryczny, to suma tego szeregu jest skoficzona, wigc
i czas do wydarzenia (kolizja tramwajow) jest takze skonczony.

Przypominam sobie réwniez pokrewne paradoksy ruchu Zenona z Elei: dychotomii, Achillesa,
strzaly i stadionu - mialy one ukaza¢ trudno$¢ w rozumieniu czasu i przestrzeni jako wielkosci
ciaglych, ktore mozna dzieli¢ w nieskoficzono$¢ oraz tym samym wykazaé, ze postrzeganie ruchu
jest jedynie ztudzeniem i w rzeczywisto$ci nie jest mozliwe.

Elementy topologii w przestrzeniach metrycznych

Obok uzycia miar odleglosci punktéw na sferze (metryka geometrii sferycznej) wykorzystam
fakt, iz w poréwnaniu z obwodem kota wielkiego Ziemi patace dzieli niewielka odlegtos¢. Policze
metryki a)-c), tzn. zaloze, ze cigciwa i fuk kota Ziemi faczace te punkty maja ta sama dlugosc¢.

Najpierw odczytuje z mapy, stosujac odpowiednie narzedzia programu ArcGIS, wspdtrzedne
geograficzne interesujacych mnie obiektow. Za wspotrzedne PKiN (mierzone dla pozyciji iglicy,
ktéra przyjmuje za jego centrum) biore:

¢ = 52°13'54" N, A = 21°00'23"FE

za$ za wspOtrzedne patacu w Wilanowie:

¢ = 52°09'54" N, \ = 21°05/22"E

Minuty i sekundy wspotrzednych wyrazam jako utamki stopnia geograficznego:
Patac Kultury i Nauki:

¢ = 52°1354"N = (52 + 2 + 20-)°N ~ 52,231667°N

A =21°0023"E = (21 + 5255)°F ~ 21,006389°E

Patac w Wilanowie:
¢ = 52°09'54"N = (52 + & + 5255)°N ~ 52,165°N
A =21°05'22"F = (21 + & + 522.)°E ~ 21,089444°F

3600
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Odleglo$¢ na ortodromie obliczam ze wzoru cosinusow:
dr, = arccos(sin ¢ piin SN Owilansw+COS PPKiN COS OWilansw €OS (AWilansw — APKIN)) -
{5~ 9.327 km

Moge wykaza¢ (np. stosujac MATLAB Mapping Toolbox), ze gdyby za model Ziemi przyja¢
elipsoide/geoide odlegloé¢ po ortodromie okaze sie wigksza, bo wyniesie ok. 9,342 km.

Definiuje metryki w ogdlnej postaci a nastepnie zaweze do tych zaproponowanych w R?, j. na
mapie. Niech para (X, d) bedzie przestrzenig metryczng, gdzie d : X x X — RU{0} jest metryka,
jesli spelnia nastepujace warunki:

1°Ve,y e X:d(z,y) >0 A dz,y) =0 < xz =y
2°Vz,y € X:d(z,y) = d(y, ) (warunek symetrii)
3°Va,y,z € X:d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (warunek tréjkata)

Metryka d(x, y) to po prostu odlegto$¢ miedzy punktami x oraz y z przestrzeni X.
Przyklady metryk:

a)X =R idg(z,y) = | — y| - zwykla odleglosé na prostej

D)X = R? i de(z,y) = \/E?ﬂ(%‘ —y)? = \/(371 —y)? + (z2 — 92)?, gdzie
xr = (r1,72),y = (y1,y2) - zwykta odlegto$¢ na ptaszczyznie

X = R* i dr(z,y) = i le — yil = o1 — il + [x2 — o, gdzie v =
(x1,22),y = (y1,y2) - metryka takséwkowa

d)X = R2 i dM(J,’,y) = INaxigg2 ’.Zl — yz| = rnax(\:cl — y1’7 ’.Z’Q — yg‘), gdzie
r = (21,22),y = (y1,y2) - metryka maksimum

)X =Rid(z,y) = 1129”(’9%) - inna metryka

Staram si¢ udowodni¢, ze powyzsze funkcje sg faktycznie metrykami.

Na poczatek obliczam, ilu kilometrom odpowiada jeden stopien geograficz-
ny na réwniku oraz na dowolnym potudniku. Przyjmuje, ze Ziemia jest kulg o promieniu
R = 6371 km. Obwod kota powstalego przez przeciecie plaszczyzng réwnika Ziemi wynosi
zatem P = 2IIR = 40030 km. Stad tez 1° na réwniku lub potudniku wynosi 40030 km/360 =
111,19 km (dostrzegam, ze wraz ze wzrostem szeroko$ci geograficznej dlugos¢ réwnoleznikow
maleje, natomiast dlugo$¢ potudnikéw pozostaje stata). Stad tez jeden stopient na dowolnym potu-
dniku wynosi = 111,19 km. Jeden stopien diugosci geograficznej na danym réwnolezniku nie jest
réwny jednemu stopniowi na innym. Obliczam zatem, ile wynosi jeden stopien na réwnolezniku
przechodzacym przez PKiN oraz palac w Wilanowie (rysunek ponizej):

lp

\/

Kgt miedzy promieniem Ziemi a réwnoleznikiem szerokosci geograficznej
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2R, sumik iN 26371k 2,231667°
gPKiN = Rmumgkgoiosqﬁme _ 21637 m3€60505 1231667 ~ 687 10358 km
0 _ MRy swnika €08 SWilansw _ 2m6371km cos52,165°
1¢Wilanéw - 3600 - 360° ~ 68, 2058 km

Obliczona rozciagtos$¢ ,,réwnoleznikowa” mierzona w stopniach na dowolnym potudniku
WYNosi: PPriN — OWilansw = 0, 066667°. Zatem rozcigglo$¢ ,,rownoleznikowa” zmierzona w ki-
lometrach wynosi 0, 066667 - 111, 19 km = 7, 4127 km.

Rozcigglo$¢ ,,potudnikowa” zmierzona w stopniach wynosi: Ay iignsw — Aprin = 0, 083055°.
Zatem odleglos¢ ,,potudnikowa” mierzona w [km] na réwnolezniku przechodzacym przez PKiN
réwna sie 0, 083055 - 68, 10358 km = 5, 6563 km.

Analogicznie, rozciggtos¢ ,potudnikowa” na rownolezniku przechodzacym przez patac
w Wilanowie wynosi 0, 083055 - 68, 2058 km =~ 5, 6648 km.

Otrzymalem trapez réwnoramienny stanowiacy przyblizenie trapezu sferycznego, w ktérym
suma katéw wewn. > 360°. Jego podstawy to ,odcinki” bedace czg$ciami réwnoleznikéw (cho¢
mam $wiadomo$¢, ze rownolezniki to w rzeczywisto$ci okregi, nie proste!) przechodzace przez
Wilanéw i PKiN. Ich dlugo$ci wynosza odpowiednio: a = 5, 6648 km oraz b =~ 5, 6563 km. Ramie
tak powstalego trapezu ma dlugos¢ ¢ = 7, 4127 km i jest czescia poludnika. Z dtuzszej podstawy
wydzielam dwa tej samej dtugosci ,,odcinki’, kazdy o dltugosci x = aT_b km = 0, 00425 km.

PKiN b

Patac
Wilanéw

a

»Plaskie” (mapa) i zmierzone po ortodromie odwzorowanie drogi PKiN - Wilanéw

Suma diugosci krdtszej podstawy b oraz x jest réwna z = 5, 66905 km. Z twierdzenia Pitagorasa
tatwo wyliczam, ze wysoko$¢ trapezu wynosi h = 7, 4127 km.
Odlegtosci wyrazone w metrykach a)-c) wyniosa zatem:

drz(w,y) = /(21— y1)? + (22 — y2)? = VI? + 22 2 9,332 km
dr(w,y) = |21 — 31| + |v2 — yo| = |h| + [2] = 13,08175 km
dy(z,y) = max(|z1 — 1], |22 — y2|) = max(|hl, |z]) = 7,4127 km

Dostrzegam, iz z powyzszych metryk odlegtos¢ miedzy PKiN a patacem w Wilanowie najlepiej
wyraza metryka taksdwkowa (por. rys. str. 67). Zauwazam, ze metryka ta dobrze odwzorowuje
odlegtosci w miescie o ukfadzie ulic przecinajacych si¢ pod katem prostym, na przyktad w centrum
Nowego Jorku. Odleglo$¢ wyznaczona metryka euklidesowg jest mato realna w przypadku topo-
grafii Warszawy. Mierzac nig na mapie odlegtosci (dtugosci odcinkéw) nie uwzgledniam istnienia
przeszkod w postaci budynkdéw czy skomplikowanego ukladu ulic.
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Odleglos¢ wyznaczona metrykg euklidesowq jest mato realna w przypadku topografii miasta. Odleglos¢ rzeczywi-
stg migdzy PKiN a patacem w Wilanowie, jakg pokonatbym jadgc autem lub rowerem (trasy te mogg roznic sig
dtugoscig), wyliczam w programie ArcGIS rysujgc krzywg tamang na fotomapie Warszawy.
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Poréwnujac wyniki otrzymane na ortodromie i na prostej w R?, zauwazam, iz biad, jaki
popelniam nie jest duzy (ok. 5 m). Bierze si¢ to z tego, iz odleglto$¢ miedzy rozwazanymi
obiektami jest niewielka. W praktyce dla obszaréw o $rednicy ok. 10 km znieksztalcenie,
wywolane odwzorowaniem powierzchni kuli na plaszczyznie jest tak znikome, Ze zrzutowane
obszary przyjmuje sie jako plaskie.

Zajme si¢ teraz drugim poleceniem zadania. Odlegltos¢ dwoch miejsc w Warszawie (A i B),
ktérych wspolrzedne wynosza A = (A, ¢), B = (A2, ¢), przedstawiam w trzech metrykach.
Zauwazam, ze punkty A i B leza na tym samym réwnolezniku. Wyliczam szukane odleglosci:

drz (A 0) = /(A2 = Mi)2 + (& — 6)? = |2 — M| km
dr(X,¢) = A2 = M| +[¢ — ¢ = |A2 = Ay| km
dar (A, @) = max(|Az — M, [¢ — ¢]) = max(|A2 — A1],0) = [Az — Ayf km

Zatem w powyzszych metrykach odlegto$¢ miedzy punktami lezacymi na jednym réwnolez-
niku odwzorowanymi na plaszczyzne jest zwyklta odlegtoscig na prostej R. Dla modelu trojwy-
miarowego jest to odlegto$¢ mierzona na tuku (ortodromie), tzn. na réwnolezniku miedzy potu-
dnikami przechodzacymi przez punkty A i B.

Analogicznie wyliczam odlegloéci w zadanych metrykach dowolnych punktéw przez ktére
przechodzi Potudnik Warszawski, tzn. ktorych wspoétrzedne spetniajg warunki: Ay = g, ¢1 # ¢o.

Dla ortodromy otrzymuje:

dy, = arccos(sin ¢; sin ¢ + cos @1 cos o) = arccos(cos(d1 — ¢2)) = P2 — P1

gdzie |¢2 — ¢1] € [0, 7],

Zauwazam, iz zasadniczo ortodroma nie pokrywa sie z loksodromg. Wyjatek stanowig roéwnik
i potudniki, bedace jednoczesnie ortodromami i loksodromami.
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